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Examenhal

1 Typisch gedrag

Beschouw een gladde functie V : R — R en daarbij de tweede orde differenti-
aalvergelijking
av
— (). 1
() 1)
Schrijf deze bewegingsvergelijking als een dynamisch systeem met als toestand-
sruimte het (z, y)-faseviak, waarbij y = z’.

It

1. Definieer H(z,y) = 23>+ V() en laat zien dat H een behouden grootheid
is, d.w.z., dat langs elke evolutie {{z(¢), y(¢)) | ¢ > 0} van het dynamisch
systeem geldt dat H' = 0.

2. Toon aan dat bovenstaand dynamisch systeem geen attractoren kan hebben.

3. Omschrijf voor V;(z) = z® — z and V3(z) = z® + z het typische gedrag van
het bijbehorende dynamische systeem. Schets de bijbehorende faseportret-
ten.

4. Hoe verandert dit als we (1) veranderen tot

" = —%(m) —~cx’, (2)

voor een constante ¢ > 0?7 Schets opnieuw de bijbehorende faseportretten.




2 Constante vectorvelden op de torus

Op de 2-torus T? = R?/Z? beschouwen we coordinaten (z;, ;) modulo Z. Voor
cen vector 2 = (w;, wq) beschouwen we het stelsel differentiaalvergelijkingen

&y = w (3)

d:2 = Ws,

waarbij we (2 de frequentie-vector noemen. Laat A een 2 x 2-matrix zijn met
gehele coefficienten en met det A = 1; je mag aannemen dat A een diffeomor-
fisme ¢ : T? — T? definieert. Beschouw het via ¢ uit (3) getransformeerde stelsel
differentiaalvergelijkingen. Toon aan dat dit dezelfde vorm heeft als (3), maar nu
met frequentie-vector AQ2.

3 Chaos
We beschouwen de afbeelding f : [0, 1] — [0, 1], gedefinicerd door

21 alsz <

f(x):{ 2r—1 alsz >

1. Schets de graficken van f en f2 (de twee keer geitereerde).

82 =2 —

2. Ontwerp een symbolische dynamica voor f.
3. Bewijs nu dat

(a) De periodicke punten van f dicht in [0, 1] liggen;
(b) De uiteindelijke dekpunten van f dicht in [0, 1] liggen;
(¢} f een baan heeft die dicht in [0, 1] ligt.

4. Gegeven een dichte baan O (z) = {f™(z)|n > 0}, toon dan voor de bijbe-
horende waarde van de verstrooiingsexponent £ aan dat £ = In 2.



